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Zadania konkursowe z algebry 1 arytmetyki dla ucznidow gimnazjow

Zadanie 1.
Czy istnieje liczba naturalna dwucyfrowa o tej wlasnosci, ze jesli odejmiemy od niej sume jej cyfr, to otrzymamy iloczyn jej cyfr.
Rozwiazanie:
Oznaczmy przez 10- x+y dowolna liczbe dwucyfrowa, gdzie X,y € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, x # 0.
Z tresci zadania wynika rownanie
(1) 10-x+y—(x+y)=x-y.
Z(1)mamy 10-X+y—X—-y=X-y=9-X=X-YV.
Rozwazmy réwnanie:
(3) 9-x=x-y.
Dla x =0 roéwnanie jest tozsamoscia, czyli jest spelnione dla kazdej liczby naturalne;j y, ale ten przypadek z zatozenia wykluczylismy ( zapis
dowolnej liczby dwucyfrowej).
Dla y =9 réwnanie jest spetnione dla kazdej liczby y ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Z (3) wynika, ze

X=1=y=9
X=2=y=9
X=3=>y=9
Xx=9=y=0.

Jesli y=1=9x=X=9=1 sprzecznos¢!
Podobnie sprzecznosci otrzymujemy z (3) dla pozostatych y €{2,3,4,5,6,7,8}.
Zatem istnieje doktadnie 9 liczb naturalnych o opisanej wyzej wtasnosci 19,29,39,4959,69,79,89,99}.
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Zadanie 2
Czy istnieja trzy rézne liczby pierwsze, ktorych suma odwrotnosci jest liczba naturalng ?
Rozwiazanie:
Teza: Nie istnieja takie liczby pierwsze
Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele wigc sprawdzenie wszystkich jest niemozliwe.
Dla przyktadu:
111 7 1 31

2 3 5 10 3 30
1 1 1
—+—+—-¢N
3 5 7
E_,.l_'_i%N
5 7 11

Dowod:

Przypusémy, ze szukana trdjka liczb pierwszych istnieje.
Oznaczmy te r6zne liczby pierwsze odpowiednio przez p, qir.
Z zalozenia wynika, ze zachodzi rownanie

(1) n:£+£+l,gdzie neN,p,qreP
p q r

Mnozac obustronnie rownanie (1) przez wspolny mianownik prawej strony otrzymujemy:
(2) npar =ar + pr+ pq
p‘npqr = p‘ pr A p‘ pg A p|qr ale p nie jest dzielnikiem gr co wynika z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze. Otrzymana sprzeczno$é

konczy dowod tezy.
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Zadanie 3.

Dwie liczby naturalne dwucyfrowe maja nastgpujace wlasnosci: réznia si¢ o 5 i sg podzielne przez 5, suma tych liczb podniesiona do kwadratu
jest liczba, ktora otrzymamy, piszac te liczby obok siebie. Znajdz te liczby.
Rozwigzanie:

Liczby te sa postaci 01 5 gdyz sa podzielne przez 5 1 r6znig sig o 5.

Ich suma konczy si¢ cyfra 5, gdyz 0+ 5= 5.

Kwadrat liczby o ostatniej cyfrze 5 konczy sig na 25.

(10A+5)° =100A? +100A+ 25 dla kwadratu liczby dwucyfrowe;.
Ogolnie:

(@,10" +a, ,10"* +.--+a,10+5)* =...+25.

Zatem jedna z szukanych liczb jest liczba 25.

Poniewaz 25-5=20 1 25+5=30, druga z szukanych liczb moze by¢ 20 lub 30.
Sprawdzenie:

(20 + 25)° = (40 +5)° =1600 + 400 + 25 = 2025

(30+25)" = (50 +5)* = 2500 + 500 + 25 = 3025
Odpowiedz: Istnieja doktadnie dwie pary takich liczb naturalnych 20,25 i 30,25.
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Zadanie 4.

Czy kasjer moze wydac resztg 20 zl. siedmioma monetami z ktérych kazda ma wartos$¢ 1 zt. lub 5 zi. OdpowiedZ uzasadnic.
Rozwiazanie:

Metoda prob.

0-1+7-5=35

1.1+6-5=31

2-1+5.5=27

3-1+4-5=23

4.1+3-5=19

5.1+2-5=15_ o . .
D jak wida¢ reszta moze by¢ tylko liczba nieparzysta.
7-1+0-5=7
Metoda algebraiczna.

Mamy siedem monet i kazda z nich jest albo 1 albo 5, czyli sa liczbami nieparzystymi. Suma 7 liczb nieparzystych jest tez liczba nieparzysta.
Dowdd:

Niech 2-k +1,k € N oznacza dowolna liczbe nieparzysta. Wtedy suma 7 takich liczb
(2k +1)+---+(2k +1) = 7(2k +1) =14k + 7 = 2(7k + 3)+1 =2z +1, czyli jest liczba nieparzysta, gdzie z=7k+3e N .

7
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Zadanie 5.
Dla jakich liczb catkowitych a i b prawdziwa jest rowno$é (a+b)* = a? + ab + 4b?. Uzasadnij.
Rozwiagzanie:
Ze wzoru na kwadrat sumy otrzymujemy: a® + 2ab +b® = a® + ab + 4b?, po redukcji wyrazow podobnych mamy: ab = 3b?.
Jesli b =0 otrzymujemy tozsamo$¢ dla dowolnej liczby caltkowitej a.
Jesli b= 0 wowczas a=3b,czyli a e C\{0}.
Otrzymujemy dwa zbiory rozwiagzan:
{(@,0):aeC}, {(b3p):beC\{}}.
Zadanie 6.
Wyznacz x i y wiedzac, ze NWW (X, y) = 2275, NWD(x, y) =13.
Analiza:
x=13p
y=13q,p,.qeN
gdzie NWD(p,q) =1.
Z whasnosci NWW i NWD: NWW (x,y)- NWD(x, y) = xy, czyli 227513=13p-13q=2275=13p-q
Po obustronnym podzieleniu ostatniego rownania przez 13 otrzymujemy: p-q=175
Jesli p=1=q=175
Jesli p=5=q=35
Jesli p=25=q=7.Poniewaz liczby 5 i 35 nie sa wzglgdnie pierwsze wigc przypadek drugi odpada.
x=13p=13-1=13

y =139 =13-175 = 2275
x=13p=13-25=325

y =139 =13-7=091.
Odpowiedz: (13,2275),(325,91).
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Zadanie 6.

Dane sa liczby czterocyfrowe podzielne przez 5 o cyfrach nieprzekraczajacych 7. Oblicz ile jest takich liczb?

Rozwiagzanie:

Liczby podzielne przez 5 to liczby o cyfrach jednosci O lub 5.

Cyfry 0 1lub 1 mozemy wybra¢ na doktadnie 2 sposoby.

Cyfry dziesiatek i setek to cyfry {0,1, e 7} zatem mozna je wybra¢ na doktadnie 8-8 sposobow.

Cyfra tysiecy to cyfra z {1,2,...,7}zatem mozemy ja wybraé na 7 sposobow, gdyz nie istnieje liczba wielocyfrowa zaczynajaca si¢ zerem.
Poniewaz wybory na miejscach dziesigtnych sa niezalezne wigc z fundamentalnej zasady kombinatoryki liczby tych mozliwo$ci mozemy
pomnozy¢.

Wszystkich szukanych liczb jest doktadnie 2-8%-7 =896

Zadanie 7.

Suma dwoch liczb naturalnych wynosi 20, a suma kwadratow tych liczb 208. Jakie to liczby?
Rozwiazanie:

Oznaczmy przez x i y odpowiednie liczby naturalne.

Z warunkow zadania wynika uktad rownan

X+y=20
x> +y? =208
Metoda pierwsza
Wyznaczamy y z pierwszego roOwnania 1 podstawiamy do drugiego

y=20-xXx
{xz +(20-x)* = 208
Rozwiazujemy réwnanie z jedna niewiadoma x:
x* +400—40x+X* =208=>2x* —40x+192=0=> x* —20x +96=0.
Ostatnie rownanie jest rownowazne rownosci (x —10)* —4 = 0, ze wzoru na kwadrat roznicy.
Ponownie korzystajac ze wzoru na kwadrat réznicy otrzymujemy: (x =10 —2)-(x =10 +2)=0.
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Poniewaz (x —12)-(x—8) =0, wiec {Xl =12

X, =8
Dla x, =12,y, =20-12 =8.
Dla x, =12,y, =20-12 =8.
Zatem szukanymi liczbami sa 12 1 8.
Metoda druga
Z faktu, ze x° +y* = 208 wynika, Ze (X + y)2 —2xy = 208 ze wzoru na kwadrat sumy. Z tresci zadania x+ y = 20, zatem otrzymujemy
20% —2xy = 208 = 2xy = 400 = 208 = 2xy =192 = xy = 96.
Poniewaz suma dwoch liczb jest parzysta wigc obie liczby maja t¢ sama parzysto$¢ wigec musza by¢ parzyste gdyz ich iloczyn jest liczba
parzysta.
Jesli x=2 to y =48 sprzecznos$¢ z danymi w zadaniu
Jesli x=4 to y=24 sprzeczno$¢
Jesli x=6 to y=16 sprzecznos¢
Jesli x=8 to y=12 pasuje do warunkoéw zadania.
Sprawdzenie:
X+y=8+12=20
x* +y? =8°+12° =64 +144 = 208.
Szukanymi liczbami sq 121 8.

Zadanie 8.

W zeszycie napisanych jest 2010 liczb. Pierwsza liczba jest 100, za$ kazda nastgpna jest o 1 mniejsza od poprzedniej. Oblicz sumg tych liczb.
Rozwiazanie:

=-1005 -1809 = -1818045.

1809 1809

100+99+98+...+1+0—(1+2+3+...+100)—(101+102+...+1909j :—(101+102+...+1909J :_M

Suma tych liczb wynosi -1818045.
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Zadanie 9.
Czy zapis dziesietny liczby 2010% ma mniej niz 330 cyfr ? Odpowiedz uzasadnij.
Rozwiazanie:

2010*° > 2000'® = 2'*.1000*° = (21" .(10° ™ = (1024)° -10%° > (1000)* -10%° = (10° )" -10%* =10% -10°® =10% =100...00
330
Zatem zapis dziesigtny tej liczby ma wigcej niz 330 cyfr.

Zadanie 10.

Ile jest zer w zapisie dziesigtnym liczby utworzonej z kolejno napisanych dodatnich liczb parzystych nie wigkszych od 2010 ?
Rozwigzanie:
Liczby jednocyfrowe parzyste {2,4,6,8} .Dla tych liczb nie ma zer.
Liczby dwucyfrowe parzyste:
10,12,...,18

20,22,...,28 . ) .
Liczb zakonczonych zerem jest doktadnie 9:10,20,30,40,50,60,70,80,90.

90,92,...,98
Wsrod liczb trzycyfrowych jest
A) 81 zakonczonych zerem

110,120,...,190
210,220,...,290

gdyz 9-9=81.
910,920, ...,990

B) 36 liczb z zerem w $rodku
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102,104,106,108,
202,204,206,208,

Istotnie, gdyz 4-9 = 36.

902,904,906,908.

C) 9 liczb z dwoma zerami, czyli 18 zer
10020Q...,900

Wsréd liczb 4-cyfrowych z cyfra 1 na poczatku jest
A) 81 liczb zakonczonych zerem
1110,1120,...,1190

1210,1220,...,1290 ]
Poniewaz 9-9 =81.

1910,1920,...,1990

B) 36 liczb z zerem w miejscu dziesiatek
1102,1104,1106,1108,

1202,1204,1206,1208, )
Poniewaz 4-9 = 36.

1902,1904,1906,1908.

C) 36 liczb z zerem w miejscu setek
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1012,1014,1016,1018,
1022,1024,1026,1028,

Poniewaz 4-9 = 36.

1092,1094,1096,1098.

D) 9 liczb zakonczonych dwoma zerami
1100

0
Razem 9.2=18
1900.
E) 9 liczb z zerami w miejscu jednosci i setek
1010

0

Razem 9-2 =18.
1090.
F) 4 liczby z zerami w miejscu dziesiatek i setek
1002
1004

Razem 4.2 =8.
1006
1008.

G) Jedna liczba z trzema zerami

1000.Razem 1-3=3.
Wsrdd liczb 4-cyfrowych z cyfra 2 na poczatku nie wigkszych od 2010 jest 5 liczb z dwoma zerami i 1 z trzema.
Sa to liczby 200020022004200620082010Razem: 5-2+1-3=13.
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Odpowiedz:
Wszystkich zer jest
9+81+36+18+81+36+36+18+182 +8+3+13 =357

Zadanie 11.
Ile dzielnikow naturalnych ma liczba 200G°?
Rozwiazanie:
Ile dzielnikow naturalnych ma liczba 2000?
Rozktadamy na czynniki pierwsze liczbg 2000
2000=2-1000=2-2-500=2-2-2-250=2%.2.125=2* .5.25=2* .5°
Liczba 2*ma doktadnie 5 dzielnikow, za$ liczba 5°ma dokladnie 4 dzielniki. Zatem liczba 2* -5% ma doktadnie 5-4 = 20 dzielnikow.
Z tresci zadania wynika, ze

liczba 2000 = (24 .5° ™" = 2% .5%% ma dokladnic 8045-6034 dzielnikéw.



